4, ZA mit konstanter Zust_andsénderungsbeschrénkung

Schon mit einer konstlmen Anzahl von Zustandsénderungen lassen sich relativ kom-
plexe Sprachen erkennen, so zum Beispiel {a"b"c" inelN } oder die in Abschnitt 3.5
vorgestellte Sprache Lg. Daher werden die Zellularautornaten der Zustandsénderungs-
komplexitdt O(1) in diesem Kapitel genauer untersucht und die entsprechenden Sprach-
kiassen feiner strukturiert. Die vorgestellten Ergebnisse sind teilweise schon in [Vos1]
enthalten, wo die Klasse AZA(O(1)) betrachtet wird.

4.1 Die Sprachen mit Zustandsanderungskomplexitat O(1)

In den vorangehenden Abschnitten wurden bereits einige Sprachen mit Anderungskom-
plexitdt O(1) vorgestellt, so zum Beispiel die Sprachen Lg, Lgp, Lpg und ihre Spiegel-
bilder aus 3.5. Fin Ergebnis dieses Abschnittes war, daB die Zustandsdnderungskom-
plexitit einer Sprache yom betrachteten Zellularautomatenmodell abhéngt, also von der
Wahl der Nachbarschaft (H; oder H;) und einer eventuellen Beschrinkung auf Realzeit.
Gemeinsam ist jedoch allen Modellen, daB eine echte Obermenge der reguldren Sprachen
erkannt wird. ‘

Eine einfache Charakterisierung dieser Sprachklassen oder eine Aquivalenz mit anderen,
bereits untersuchten Sprachkiassen ist nicht bekannt. Es ist auch nicht sicher, ob die
Klasse AZA(O(1)) in derl Menge der Realzeitsprachen der bidirektionalen ZA enthalten ist:
In [BuC84 ] wird vermutet, daB Ly := {a*b™ | k,neN und n teilt k} von keinem Real-
zeit-ZA mit Hy-Raster | erkannt wird. L 1aBt sich aber von einem O(1)-dnderungsbe-
schrankten ZA erkennen; ein entsprechendes Verfahren erhdlt man mit Satz 3.5 aus
einem einfacher zu findenden O(1)-idnderungsbeschrankten Verfahren flr (Lt) :

Satz 4.1 Fir Ze{AZA,AZAR, AUZA, AUZAR} gilt:

[Vo81] &) 84C Z(1)
b 8, § Z{0M).

Beweis: a) Am Anfang des Abschnitts 3.2 wurde ein Verfahren zur Simulierung eines
endlichen Aytomaten durch einen UZA mit einer Zustandsdnderung pro Zelle
angegeben.

b) Nach Lemma 3.5 ist die kontextfreie Sprache Lz ={uYYuR | ue{a,b}"} nicht
in Z{O(1).| Andererseits ist die Sprache {a"b"c” IneIN} aus £\, mit
4 Zustandsanderungen pro Zelle in einem Realzeit-UZA erkennbar.

Abb. 4.1 Erkennung von {a"b"c”IneN}
Lll J

P, %
. Signale m, und m, mit v=1§

T2 Signale e, und e, mit v = 1
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Kapitel 4 : ZA mit_konstanter Zustandsénderungsbeschrinkung

Funktionsweise: Durch die Signale m, und e, wird die Anzahl der a's und
b's, durch m, und e, die Anzahl der b's und c's auf Gleichheit Uberprift.
Durch e, wird die Eingabe zusétzlich auf die Forrm apmen geprUft.

&

Satz 4.2 AUZAR(1) = AUZA(1) = AZAR(1) = AZA(1) = 83

Bewels: In Satz 4.1 a) wurde 85 € AUZAR(1) gezeigt. Nimmt man an, daB die Aus-
sage AZA(1) € 8, bereits bewiesen ist, so folgt mit Satz 2.1 die Behauptung.

Zu zeigen ist also lediglich noch AZA(1) € €5

Ein ZA, in dem nur eine Zustandsianderung pro Zelle stattfindet, ist nach Lemma
3.1 auf Realzeit beschrinkt. Bei einer Eingabe der Lange n nimmt der akzep-
tierende Automat des ZA zu einem Zeitpunkt tosn einen Zustand aus {a,w}
an.

Eine Zustandsinderung kann aber in einer Zelle zu einem Zeitpunkt t nur auf-
treten, wenn entweder t=0 gilt oder eine Zelle in der Nachbarschaft zum Zeit-
punkt t-1 thren Zustand gewechselt hat. Wenn in einem 1-max-zustandsénde-
rungsbeschrinkten ZA mit H,~-Nachbarschaft die akzeptierende Zelle in einen
Zustand aus { &, 0} wechselt, so muB zum Zeitpunkt t,-1 die Zelle rechis von
der akzeptierenden Zelle ihren Zustand wechseln. Auch fur t = t,-2, 15~ 3,
..., 2,1 kann die Zustandsanderung zum vorangehenden Zeitpunkt nur in der
jeweils niachsten weiter rechts liegenden Zelle stattgefunden haben, da ja alle
weiter links liegenden Zellen ihren Zustand zu einem spdteren Zeitpunkt wech-
seln.

Das Ergebnis der Berechnung hingt also nur von einem einzigen, zum Zeitpunkt
0 gestarteten, mit Geschwindigkeit 1 nach links laufenden und zum Zeitpunkt tg
in der akzeptierenden Zelle ankommenden Signal ab.

Gilt fiir alle Eingaben t, = n, so wurde das Signal von der Zelle am rechten Rand
der Retina gestartet. Der gesamte Zellularautomat 4Bt sich dann von einem
endlichen Automaten simulieren, der die in den Zellen des ZA enthaltene Ein-
gabe von rechts nach links liest und seinen Zustand entsprechend &ndert.

Falls t, kieiner als die Wortldnge ist, wird das Signal nicht vom rechten Rand,
sondern von einer Zelle im Innern des ZA gestartet. Das Ergebnis der Berech-
nung Ist dann nur von dem Préfix der Eingabe abhéngig, der von dem Signal
durchlaufen wird. Die Menge P dieser Prifixe kann genauso wie im Fall t,=n
von einem endlichen Autoraten erkannt werden. Die vom ZA erkannte Sprache
hat dann die Form PX* und ist damit ebenfalls regular.

o

Vermutlich kénnen in einem UZA auch mit 2 Zustandsianderungen pro Zelle nur regulédre
Sprachen erkannt werden, ein Beweis steht aber noch aus. Betrachtet man ZA mil zwei
bzw. UZA mit drei Zustandsanderungen pro Zelle, so werden bereits einige nichtreguldre

Sprachen erkannt, so zum Beispiel {a"b™ IneN}:
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Kapitel 4 : ZA mit _konstanter Zustandsdnderungsbeschrinkung

Abb. 4.2 Erkennung von {a"b"IneN}

- In einem ZA mit 2 - in einem UZA mit 3
Zustandstinderungen Zustandsinderungen
A : a® | b
t t
~ \

Wie im nachsten Abschnitt bewiesen wird, kann man durch Erhohung der Anzahl der
zuldssigen Zustandsinderungen jeweils weitere Sprachen erkennen. Es existieren also
unendliche Hierarchien von Sprachklassen innerhalb der Klassen 2(0(1)), Z{AZA,
AZAgr, AUZA, AUZAR }.

Um die entsprechenden Beweise zu erleichtern, wird vorher noch das folgende Lemma
bewiesen. Das Kriterium fur dnderungsbeschrankte UZA aus Satz 3.3 laBt sich fur die
Sprachfamilien AUZA(r) und AUZAR(r) mit re N wie folgt vereinfachen:

Lemma 4.1 Es sel LEV*und reN. Dann gilt:

a) Wird L von einem r-zustandséinderungsbeschrénkten unidirektionalen
ZA % =(A,1, Hy, F) erkannt, so gilt fiir alle n,ke N

Aq (VP o~ tmod L)) < 1AI™ (r(n+k))"

b) Wird L von einem r-zustandsénderungsbeschrinkten unidirektionalen
ZA A=(A,1, Hy, F) in Realzeit erkannt, so gilt fiir alle n, ke N

Kq(V™, ~(mod L)) = AI™n" = Kq(VM. ~(mod L)).

Beweis: a) Nach Lemma 3.1 ist ein r-zustandsédnderungsbeschrénkter ZA r-n-zeitbe-
schrankt. Setzt man diese GroBen in Satz 3.3 ein und schatzi anschlieBend
den entstehenden Term t(n+k)-k durch r-{n+k) ab, so erhdlt man al.

b) Der Beweis erfolgt wieder durch Einsetzen in Satz 3.3, Bei einem auf Real-
zeit beschrinkten ZA vereinfacht sich dann der Term t(n+ki-k zu n. Da der
Gesamtterm unabhangig von k ist, erhalt man damit auch eine Abschatzung
der Aquivalenzklassen bezuglich der Relation ~(mod L},

<

Lemma 4.1 a) wird im nichsten Abschnitt zum Beweis einer Hierarchie innerhalb der
Klassen der O{1)-inderungsbeschrinkten Sprachen benutzt. Bemerkenswert an Teil
b) ist, daB die Abschatzung der Aquivalenzkiassen bezuglich y~ in O{1)-zustandsande-
rungsbeschrankten Realzeit-UZA unabhéngig von k wird.
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4.2 Die Hierarchien der ZA mit endlicher Zustandsanderungszahl

Anhand der in diesem Abschnitt definierten Sprachen Ly, kann die Existenz einer un-
endlichen Hierarchie der Zellularautomaten mit konstanter Zustandsanderungsbeschran-
kung bewiesen werden. Dazu wird gezeigt, daB es zu jedem x¢IN ein AeN gibt, so
daB die Klasse Z (x) fiir Z ¢ { AZA, AZAg, AUZA, AUZAR } echt in der Klasse Z(\) ent-

halten ist.
Definition 4.1 Fr Ae N sei Ly = {araf= .. aQrafr... &ah | nge N}

Lemma 42 a) L()\_1) € AZAR())
b) L(X—Z) € AUZAR(A)

Beweis: a) Ein Algorithmus flr Ly wird anhand der folgenden Abbildung beschrieben.

Abb. 4.3 Erkennung von L;», am Beispiel einer Eingabe aus Legr

amfat] a% | aM | ae| & JEe an)
: /
t /
Signal 1,
T gignal T,
S
—
|, ™ Signal t

Funktionsweise: Durch das vom rechten Rand der Retina nach links laufende
Signal t wird die Eingabe auf die Form fa et daytayyt .. aptay
iiberpriift. AuBerdem wird vom linken Rand jedes Teilwortes apk ksx ein
L~ Signal mit Einheitsgeschwindigkeit nach rechts und vom rechten Rand je-
des ap* ein ry-Signal nach links geschickt.

Treffen sich fir alle ks die Signale 1, und ry, genau zwischen dem letzten
asy und dem ersten &, so ist das Eingabewort in L¢x)-

Zur Erkennung der Sprache Ly ) werden dabei nicht mehr als A+1 Zustands-
dnderungen bendtigt.
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Kapited 4 : ZA mit konstanter Zustandsénderungsbeschrénkung

b) Zur Erkennung von L, in einem UZA wird folgendes Verfahren verwendet:

Abb. 4,4 Erkennung von L4, in einem UZA

aMjafe] ats | ape| @) E= Jae] &

" Signale r, und t
™ signal r,

~ Signal r,

Signal r,

b

“Signal m mit v=%

Funktionsweise: Das Signal t Uberpriift wieder die Eingabe auf Wohlgeformtheit.
Von der mutmaBlichen Mitte der Eingabe wird ein Signal t mit der Geschwin-
digkeit & gestartet. Gleichzeitly wird vom rechten Rand jedes Teilwortes agk,
k <\ ein Signal ry, mit Einheitsgeschwindigkeit nach links geschickt. Ist die Eingabe
aus L (), 0 wird jedes ry das langsamere m-Signal genau am linken Rand des
Teilwortes ay* einholen.

&
Lemma 4.3 Fir AeN gi't L(z)\...a) QA-ZA(A)

Beweis: Es wird das Beweisschema aus Lemma 3.6 verwendet:

Ist A ein ZA mit Loy = L(ans+p) und sind w=uyv, W=0V zwei verschiedene
Worter aus L¢pxipy mit lul=ivi=lul=Vi= k, so wirde nach Lemma 3.2 aus
Wik, k) ) = <<:‘:§’(k,k+1)> folgen, daB auch uv und Ov von U akzeptiert
werden. Da diese Worter jedoch nicht in der Sprache L oj.n) enthalten sind,
muB fir jedes Wort einer festen Linge n = 2k aus der Sprache ein eigener

Verhaltensfolgeausschnitt {cg(k,k+1)) existieren.

Die Anzahl der Worter der Lange n=2k in Lipy.p) betrégt

k-1 S5
(2)\4_1) = O(HZ)\ l).
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Kapitel 4 : ZA mit_konstanter Zustandsénderungsbeschrinkung

In einem A\-max-anderungsbeschrinkten und daher nach Lemma 3.1 A-n-zeitbe-
schrankten ZA gibt es aber nach Lemma 3.4 mit p=X und T = A-n weniger als

(-m@M AR 2 = oY
Verhaltensfolgeausschnitte {cg(k, k+1)).

Also kann L¢pxspy von keinem \-max -édnderungsbeschrénkten ZA erkannt

o

werden.

Aus Lemma 4.3 folgt unmittelbar

Satz 4.3 a) Es gilt Z()\)CZ(2x+4) fir A¢ N und Z ¢ { AZA, AZAg, AUZA, AUZAR }.
b) Fiir AeN gilt AZA()) C AZA(2)+3).

Beweis: a) Nach Lemma 4.2 b} ist L pynspy I Z(2A+4), aber nicht in Z(A) enthaiten.

b) Nach Lemma 4.2 a) ist L pnep) in AZA(2X+3), aber nicht in AZA(X) ent-
halten.
¢

Fiir die Klassen der unidirektionalen ZA 148t sich die Hierarchie aus Satz 4.3 al noch
verfeinern. Mit Hilfe von Lemma 4.1 erhalt man das folgende Ergebnis.

Lemma 4.4 Fir AeN gilt Ly.q ¢ AUZA ().

Beweis: Nach Lemma 4.1 a) gilt fiir eine von einem A-zustandsdnderungsbeschrankten
UZA erkannte Sprache L
Aq(i—r_rfkw(mod L)) < }AIAJr1 (?\(m+l<))>\ = 0(n™) mit n=m+k.
Jedes Wort w der Form {a\ %% ... {ag23* (a"J* mit Iwl <k ist in einer an-
deren Aguivalenzklasse bezliglich  ~(mod L(5..1y). Damit ist die Anzahl der Aqui-
valenzklassen groBer oder gleich der Anzahl der Worter dieser Form und es
folgt mit n=2k:

\ k~1 .
AQ(w)zE,km(mod L,(M_ﬂ)) z (}\H) = O(KM1) = O(nr*1)

Also kann L .1y von keinem A-max-énderungsbeschrénkten UZA erkannt
werden.

&

Zusammen mit Lemma 4.2 b) tolgt:

Satz 4.4 Fir AeN git AUZA(A) C AUZA(M+3) und AUZAR(A) € AUZAR(A+3).
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Kapitel 4 : ZA mit konstanter Zustandsinderungsbeschrénkung

Auch fiir die Klassen AZAg(\), AeN, 14Bt sich ein dhnliches Ergebnis erhalten. Dazu
werden die Sprachen Ly, durch Einfiigen von &-Zeichen gemaf3 Abschnitt 3.5 modifi-
ziert. Fiir die dadurch erhaltenen Sprachen L (y,g Wwird die Anzahl der Aquivalenzklassen
beziiglich der Relation | & aus Definition 3.5 abgeschatzt. Satz 3.7 liefert dann die ge-
gentiber Satz 4.3 verfeinerie Hierarchie.

Definition 4.2 Die Sprache L(y)g wird fiir Ae N definiert durch

-+ L IO —
Long = {aMals .. afr g * "N gon | glaa™ | nye N},

Lemma 4.5 a) L()‘)&E AZAR(N"Z).
b L(x...z)&ﬂ AZAR()\)

Beweis: a) Das folgende Verfahren erkennt L y;g mit A+2 Zustandsénderungen pro Zelle.

Abb. 4.5 Erkennung von L35 am Beispiel einer Eingabe aus L 3)g

t - i
e s A
§ \%.
.~ Signal m,
T Signal m,
i N,
" N,
i N
N -, \\
M * Signal r,
~
4 T Signal |,
N,
" Signal t

Funktionsweise: Das vom rechten Rand der Retina kommende Signal t iiber-
priift die Eingabe auf die Form {a,J"{a,J"... {a,J" (&Y {a\’... (8,1 (&,
Durch m, und m, wird die Mitte des Eingabewortes ermittelt, durch m, und
t wird auBerdem gepriift, ob in der Mitte die richtige Anzahl von &-Zeichen
steht. Analog zum Verfahren fur Ly, in Lemma 4.2 a) werden Signale I
und ry, k<A, gestartet, die sich bei einem Wort aus der Sprache L(y)g
jeweils genau in der Mitte treffen.
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b) Nach Satz 3.7 gilt fiir eine von einem A-zustandsénderungsbeschrinkten ZA
in Realzeit erkannte Sprache L

A

Aq(xnfk%(mod L)) < lAl)‘H m" = O(n™) mit n=2m+k,

Jedes Wort der Form {ay ¥ ... (ag= ¥ (aM )
deren Aquivalenzklasse beziiglich (R {mod L (y,2)g). Damit ist die Anzahi der

Aquivalenzklassen gréBer oder gleich der Anzahl der Worter dieser Form und

mit Lédnge k ist in elner an-

es folgt mit n= 3k

k=1 . )
Aq(X¥, ~(mod L xipa)) 2 (M) = O(KM1) = O (M),

Also kann Liy+2)g von keinem A-max-anderungsbeschrinkten ZA in Real-

zeit erkannt werden.

&

Zu beachten ist, daf bei der Abschatzung der Anzahl der Aquivalenzklassen von & im
Gegensatz zum Beweis von Lemma 4.4 nur die Woérter mit genau der Lange k betrachtet
werden. Dadurch ist das folgende Ergebnis Uber die Klassen AZAg (X) etwas schiechter
als das fur UZA In Satz 4.4,

Satz 4.5 Fiir AeN git AZAg()\) € AZAR(A+4).

Vermutlich gilt sogar Z (M) € Z(A+1) fir Z ¢ {AZA, AZAg, AUZA, AUZARY und X >1, ein
Nachweis dieser Vermutung ist aber noch nicht gelungen.
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5. Pipeline-Verarbeitungin Zellularautomaten

in [ VoB87 | wurde ein Zellularautomatenmodell eingefiihrt, das sich besonders zur Pipe-
line - Verarbeitung eignet : Der Zellularautomat im “skewed input mode” (5ZA). Wahrend
in den bisher betrachteten Zellularautomaten mit paralleler Eingabe erst nach Oln)
Schritten ein neues Eingabewort eingelesen werden kann, konnen beim SZA durch se-
rielles, versetztes Einlesen des Eingabewortes in die einzelnen Zellen Pipeline-Feri-
oden kleiner als O(n) erreicht werden.

im folgenden werden nach einer kurzen Einleitung und einer informelien Beschreibung
der Zellularautomaten im “skewed input mede” die zugehdrigen Sprachkiassen charakte-
risiert und mit den von dnderungsbeschriankten Zellularautomaten und anderen Polyauto-
maten erkannten Sprachen verglichen. Unter anderem wird bewiesen, daB die 5ZA die
gleichen Sprachklassen erkernnen wie ein anderer, bereits mehrfach untersuchter Typ
von Polyautomaten, die unidirektionalen iterativen Arrays ( aus [ CIV881,[IbJ871 ), die
hier mit UIA abgekiirzt werden. Dadurch kénnen einige bekannte Resuitate iber UlAs
auf die Zellularautomaten im “skewed input mode” Uberiragen werden.

5.1 Systolische Automaten

Ein eindimensionaler Zellularautomat mit Hy~ oder H;-Raster erkennt bereits in Realzeit
viele recht komplizierte Sprachen, fiir die sequentielle Automaten, zum Beispiel Turing-
Maschinen, wesentlich mehr Zeit bendtigen. Eine neue parallele Eingabe in den ZA
kann aber erst stattfinden, wenn die vorhergehende Berechnung abgeschiossen ist, also
{ ausgenommen triviale Falle ) frihestens nach Q(n} Schritten, abhidngig vom verwen-
deten Raster.

Ein solcher ZA ist daher ungeeignet fiir Pipeline—Verarbeitung, wenn Pipeline-Ferioden
kleiner als O(n) angestrebt werden. Fur diesen Zweck werden andere, geeignetere Typen
von Polyautomaten verwendet, die sich von den ZA in der Struktur der Verbindungen
oder in der Art der Eingabe unterscheiden. Besonders interessant wire dabei das kr-
reichen einer konstanten Pipeline~Periode, so daB unabhédngig von der Linge der Ein-
gabe nach je elner konstanten Anzahl von Schritten eine neues Wort eingegeben und
verarbeitet werden kann.

Zwei bereits eingehend untersuchte Madelle fiir Pipeline-Verarbeitung sind der systo-
lische Trellis [CGS84 ] und der systolische Baum [ CSW84 ], die beide eine Pipeline-Pe-~
riode von eins erreichen.

Abb. 5.1 al} Systolischer Trellis b} Systolischer Baum
W N N N N NS M N N N N NN N
QLLYQO QLQLQOQO

QLLLAL Q O Q O
QOO0 \O/ N/

akzeptierende Zelle
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Kapitel 5 : Pipeiine~Verarbeitung in Zellularautomaten

Die Funktionsweise dieser beiden Automatenmodelie wird nun mit Hilfe von Abbildung 5.1
kurz erlautert.

Beide Automaten bestehen aus mehreren iibereinander liegenden Schichten von Zellen,
die wahrend einer Berechnung von oben nach unten durchlaufen werden. Dabei ist jede
Zelle einer Schicht mit je zwei Zellen der dariberliegenden Schicht in der in Abbildung
5.1 a} bzw. b) angegebenen Weise verbunden.

Ein Eingabewort w der Lange n wird zum Zeitpunkt O parallel in die untersie Schicht
mit ausreichender Breite eingelesen, beim systolischen Trellis also in die n-te Schicht
von unten. Im Fall des systolischen Baumes wird die Eingabe durch Auffiillen mit einem
speziellen Zeichen # auf eine Lénge 2% kelN gebracht und in die k+i-te Schicht von
unten eingelesen.

Wihrend der Berechnung ist der Folgezustand einer Zelle nur von den Zusténden der
beiden mit i verbundenen Zellen aus der darlberliegenden Schicht abhdngig, so daB
das Ergebnis der Berechnung nach n-1 ( systolischer Trellis ) bzw. nach K Schritten
( systolischer Baum ) in der untersten Zelle vorliegt. In beiden Automaten findet also der
DatenfluB stets nur in einer Richtung statt; nach jedem Berechnungsschritt kann sofort
eine neue Eingabe eingegeben werden.

Fir die Trellis-Automaten wurde in [ ChC85 | bewiesen, daB sie genau die Klasse UZAg
der von unidirektionalen Zellularautomaten in Realzeit akzeptierten Sprachen erkennen.
Dazu werden jedoch int = 0O(n?) Zellen bendtigt, der hohe Durchsatz im Vergleich zu
einem unidirektionalen ZA wird also einfach durch eine entsprechende Vervielfachung
der Anzahl der benotigten Zellen erreicht.

Die Untersuchung der Zustandsinderungskomplexitét legt jedoch nahe, daB es bei vielen
Sprachen mbglich sein solite, bereits mit n Zellen eine Pipeline~Periode von weniger als
Otn) Takten zu erreichen. So #ndert beispielsweise bei der Erkennung einer Sprache in
einem O{lnn)-max-zustandsanderungsbeschrinkten Zellularautomaten jede Zeile im
Verlauf einer Berechnung hochstens an Olinn) Zeitpunkten thren Zustand. Wahrend des
iiberwiegenden Teils der Berechnung bleiben die Zellen also untétig. Gelange es nun,
einen Autormatentyp zu finden, der diese Sprachen “effizienter” erkennt, so sollte man
damit auch ohne eine entsprechende Erhdhung der Anzahl der Zellen eine kileinere Pi-
peline-Periode als O(n) erreichen konren.

Ein Beispiel fur einen Automaten, der schon mit O(n) Zellen eine Pipeline-Periode von
eins erreicht, ist der systolische Baum. Die von ihm erkannten Sprachen sind jedoch
stark durch die dem Automaten zugrundeliegende Bindrbaumstruktur beschrénkt. Neben
den reguldren Sprachen wird beispielsweise die Sprache {a2" IneN? aus ZANUZAR
erkannt, andere, recht einfache Sprachen wie {a7b" In« N } jedoch nicht [Cows4 ]

Daher wird im folgenden ein weiterer Automatentyp vorgestelll, der aut dem eindimen-
sionalen Zeliularautomaten mit Hy~- bzw. H;-Raster beruht. Dieser Automat unterschei-
det sich von den bisher betrachteten Zellularautomaten und den eben vorgestellten sys-
tolischen Automaten durch ein sequentielles Einlesen der Eingabe.

Zundchst werden nur Automaten betrachiet, die aus einer einzigen Schicht von Zellen
bestehen. Damit konnen flr viele Sprachen bereits mit Oln) Zellen Pipeline-Perioden
beispielsweise von O(lnn) oder O(n¥) erreicht werden. Durch die Verwendung meh-
rerer Schichten 4Bt sich dann mit weniger als O(n®) Zellen eine Pipeline-Periode von
eins erreichen.
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5.2 Zellularautomaten im “skewed input mode”

Die in diesem Kapitel betrachteten Zellularautomaten im “skewed input mode” (SZA)
sind eindimensionale Zellularautomaten mit Hy~ oder Hy-Raster, bei denen die Eingabe
nicht parallel zu Beginn, sondern nacheinander wihrend der Berechnung in die verschie-
denen Zellen eingelesen wird :

Bei einem Eingabewort w=a,a,... a, wird das Zeichen a,, zum Zeitpunkt O in die letzte
Zelle der Retina eingegeben. Im ndchsten Schritt wird dann a,_y in die (n-T)-te
Zelle eingelesen, das Zeichen ay erscheint entsprechend zum Zeitpunkt n—v in der
v-ten Zelle. Nach n Schritien wird die serielle Eingabe durch das Einlesen des ersten
Zeichens a, in die Zelle am linken Rand der Retina beendet.

Ein Eingabewort wird vom SZA akzeptiert, wenn die Zelle am linken Rand der Retina den
Zustand o annimmt. Wird dagegen der Zustand w angenommen, so wird die Eingabe nicht
akzeptiert. Ein SZA, in dem die akzeptierende Zelle fiir alle Eingaben w ¢ vV innnerhalb
von pllwl) Schritten nach dem Ende des Einlesens einen Zustand aus {a,w} annimmt,
wird als SZA mit Pipeline~Periode p(n) oder einfach als p-SZA bezeichnet. Die Menge
der von p~SZA erkannten Sprachen wird SZA(p) geschrieben.

Abb. 5.2 Raum-Zeit-Diagramme der aktiven Zellen in einem t-zeitbeschrinkten ZA
und in einem SZA mit Pipeline -Pericde p(n)

a.a, .ew Qn

HLHHHHH

zin)

In einem o0-SZA ist nur der in Abbildung 5.2 schratfierte Tell des Raum-/Zeit-Diagram-
mes fir das Ergebnis der Berechnung von Bedeutung. Es ist also keine Einschréankung,
wenn man davon ausgeht, daB jede Zelle in einem p-SZA wihrend der Verarbeitung
eines Eingabewortes der Lange n nur maximal p{n) Takte aktiv ist. Daher kann bereits
o{n) Schritte nach dem Einlesen des letzten Zeichens in die Zelle am rechten Rand
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der Retina mit der Eingabe eines neuen Wortes begonnen werden. In dieser Weise ist
in einem p-SZA Pipeline-Verarbeitung mit einer Periode von p(n) moglich.

Das folgende Raum-Zeit-Diagramm zeigt die Staffelung der verschiedenen Berechnungs-

vorgange bei Eingabe von Wortern w,, w,, ..., w,, der Linge n. Wihrend im rechten Be-
reich der Retina bereits ein neues Wort w,, eingelesen wird, kdnnen in den anderen
Bereichen noch die vorher eingegebenen Worter w,,_q,W,,_p, ... verarbeitet werden. Je

kleiner die Pipeline-Periode ist, desto mehr Eingabeworter konnen gleichzeitig gestaftelt
verarbeitet werden.

Abb. 5.3 Raum-Zeit-Diagramm der Pipeline-Verarbeitung in einem p-SZA

pln)

pln)

eln)

pln}

SZA mit Hy-Raster, in denen also nur DatenfluB von rechts nach links moglich ist, wer-
den im folgenden als SUZA bezeichnet. Entsprechend steht p-SUZA fir einen SUZA
mit Pipeline-Periode p(n) und SUZA(p) fir die Menge der von p-SUZA erkannten
Sprachen.
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In den folgenden Abschnitten werden die von SZA und SUZA mit verschiedenen Pipeline-
Perioden erkannten Sprachkiassen untersucht. Dabei werden in erster Linie die Spra-
chen der unidirektionalen SZA betrachtet. Eg ist noch nicht bekannt, ob mit bidirektio-
nalen SZA iberhaupt mehr Sprachen als mit SUZA erkannt werden konnen. Es 148t sich
allerdings zeigen, daB dieses Problem flir Pipeline-Perioden gréBer oder gleich Cllnn)
eng zusammenhangt mit der Frage, ob die von Zellularautomaten in Realzeit und in Li-
nearzeit erkannten Sprachen gleich sind ( siehe Abschnitt 5.6).

Ein weiteres Beispiel fir Zellularautomaten, mit denen Pipeline~ Perioden von weniger als
O(n) erreichi werden, sind die Zellularautomaten mit parallelem Annahmeverhaiten ( aus
[3ow83], [IPK85] ). In diesen Automaten wird eine Eingabe akzeptiert, wenn alle Zel-
len der Retina einen Zustand « annehmen. Dadurch werden Annahmezeiten (und darnit
natiirlich auch Pipeline-Perioden) von weniger als Realzeit méglich. Es 1aBt sich recht
einfach zeigen, daB die Menge der von einem solchen Automaten in der Zeit t{n)<n
erkannten Sprachen echt in der Klasse SZA({x) enthalten ist.

Beispiel 5.1 Die Funktionsweise der Zellularautomaten im “skewed input made” wird am

[VosT7] Beispiel der Sprache {a™b"c"l nelN} demonstriert. In einem UZA wird
diese Sprache mit Hilfe von Signalen der Geschwindigkelt &, § und 1 er-
kannt, die zum Zeitpunkt O nach links geschickt werden ( Abbildung 5.4 a) ).
in einem SUZA werden diese Signale unmittelbar nach der Eingabe der
entsprechenden Zeichen gestartet, sie haben beim einfachen Fall einer Pi-
peline-Periode Iwl die Geschwindigkeiten $, % und % { Abbildung 5.4.bj ).

Abb. 5.4 Erkennung von {a"b7c"inelN}

a) in einem Realzeit-UZA b} in einem iwi-SUZA
! all l bn ! tn i

Iwi

55



Kapitel 5 : Pipeline -Verarbeitung in Zelldarautomaten

Die Pipeline-Periode des SUZA kann jedoch mit einfachen Mitteln um belie-
bige Faktoren verkieinert werden, indem die Geschwindigkeiten der Signale
erhdht werden (Abbildung 5.5 ). Dabei wird allerdings die Zustandsmenge
A der Zellen in der Regel entsprechend vergroBert.

Abb. 5.5 Erkennung von {a”b%c” InelN} in einem UZA mit Pipeline - Periode
p = O(iwl), pl(iwi} < iwl

! an ! hli l cll I

Will man jedoch die Pipeline-Periode wesentlich veringern, also beispiels~
weise von O(n) auf O(na‘"), so muB ein anderer, “besserer” Algorithmus
verwendet werden. Flr die In diesem Beisplel betrachtete Sprache 1aBt sich
mit dem folgenden Erkennungsverfahren eine Pipeline~Periode von Ollnn)
erreichen.

Vem rechien Rand der Retina werden drei Zahler nach links geschickt,
die die a's , b's und ¢'s im Eingabewort zéhlen. Die niederwertigste Stelle
jedes Zahlers lduft mit Einheitsgeschwindigkéit nach links und zieht die
restlichen Stellen hinter sich her. Ein Uberlauf in einer Stelle wird also ein-
fach auf die nachfolgende, ndchsthohere Stelle aufaddiert. Die Zahler kon-
nen dabel maximal eine Linge von Oliniwl) erreichen. Die niederwertig-
ste Stelle jedes Zahlers erreicht die akzeptierende Zelle unmittelbar nach
dem Einlesen des ersten Zeichens in diese Zelle, zum Vergleich der Zahler-
stande werden dann noch einmal O(iniwl) Takte bendtigt. Ein weiteres,
vom rechten Rand mit Geschwindigkeit 1 nach links laufendes Signal priift
die Eingabe auf die Form a"'b"2¢"?. Wenn dieses Signal ein positives
Ergebnis liefert und die drei Z&hlersténde Ubereinstimmen, so wird die Ein-
gabe akzeptiert.

Auch fiir dieses Verfahren kann die Pipeline-Periode noch um einen belie-
bigen Faktor verringert werden, indem die Basis des Zéhlers erhdht wird,
dies fuhrt natirlich zu einer VergréBerung der Zustandsmenge A.
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